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Uberblick: Affine Koordinatentransformationen

@ Was ist eine Koordinatentransformation?

o Anderung der Koordinaten eines (geometrischen) Objektes
o Aktive vs. passive Transformationen

e Was ist Affinitat (leicht vereinfacht)?

o Erhalt Seitenverhaltnisse
o Erhilt Parallelitat

o Wofiir affine Koordinatentransformationen?

o Elementare, kombinierbare Veranderungsoperationen
e Basis fiir komplexere Veranderungsoperationen

o Affine Koordinatentransformationen: Spiegelung, Rotation,
Translation, Skalierung, Scherung
e Beschrinkung: Rechtshindige Koordinatensysteme (im R? und R3)
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Wiederholung: Matrizenrechnung

@ Matrix mit m Zeilen und n Spalten reeller Koeffizienten: A € R™*"
o Koeffizienten a;j e R,i € {x e N1 <x <m},j e {x e N]1 <x <n}
o Einheitsmatrix E € R"*" (quadratisch) mit a; j = J; j, sodass

VAER™:A-E=E-A=A

@ Rechenoperationen

Addition und Subtraktion (elementweise)

Multiplikation (assoziativ, aber nicht kommutativ)

Inverse zu A (keine Division!): A=1, sodass A- A"l =A"1. A=F

Determinante (nur quadratische Matrizen): det(A) : R™" — R

@ Weitere relevante Konzepte

o Eigenwerte
o Eigenvektoren
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Transformationen als Matrizen |

Gegeben: Ein Punkt P im R”
Gesucht: Der transformierte Punkt P’ in Abhangigkeit von P

Bekannt: Zusammenhang zwischen alten und neuen Koordinaten

Beispiel: P = ( g ) mit Spiegelung an x-Achse — P’ = < 3 )

-2
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Transformationen als Matrizen I

= O-X_l-y

@ ldee: Zusammenhang zwischen Koordinaten als Matrix anschreiben:

(-G2)6)

PP=T.-P

o (Transformations-)Matrix T transformiert P in P’
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Transformationen als Matrizen IlI

@ Vorteile durch Transformationen als Matrizen

e Einfach zu implementieren
o Relativ schnell (vor allem bei komplexeren Zusammenhingen)
e Matrizenoperationen erlauben Umkehr und Kombination

@ Umkehrbarkeit von Transformationen:

P=T-PsP=T71.PF

e Hintereinanderausfiihrung von Transformationen (erst T1, dann T»):
P”:(TQ-Tl)-P: T2-(T1~P): TQ-P/:P”
——
P/

e Standardnotation fiir passive Transformationen: T~1 statt T
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Spiegelung an einer Ursprungsgeraden im R?

@ Winkel zwischen Gerade und x-Achse: o = 150° (Freiheitsgrad)

y
2 P
dy & 2
_a\:.: X
LS
1-v3 :dg
=~ g
—1—-3
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Spiegelung an einer Ebene im RR3

@ Ebene ist x-y-Ebene
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Spiegelungsmatrizen im R? und RR3

1, \_ { cos(2a) sin(2«)
S2D(a)—< sin(2a)  —cos(2a)

10 O

-1

ao=101 o

0 0 -1

1 00

o= 0 -1 0

0 01

-1 0 0

Sp,=| 010

0 01
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Rotation um den Ursprung im RR?

@ Rotationswinkel ¢ = 165° (Freiheitsgrad)

y

N
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Rotation um eine Koordinatenachse im R3

@ Rotationswinkel ¢ = 135° (Freiheitsgrad) um die z-Achse
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Rotationsmatrizen im R? und R3

B [ cos(p) —sin(y)
Rzé(so)—< () cosl?)

1 0 0

Rip ()= 0 cos(p) —sin(y)
0 sin(p)  cos(y)

cos(¢) 0 sin(yp)

Rip, () = 01 0
—sin(¢) 0 cos(p)

cos(p) —sin(p) 0O

Rip,(¢) = | sin(p) cos(¢) O
0 01

@ Rotationen um verschiedene Achsen sind voneinander unabhangig
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Skalierung im R?

@ Skalierungsfaktor a = 2 (Freiheitsgrad)

y y
r/
VP
r
2 | 1 :
r r >
rive X X
I\/IJL M 1
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Skalierungsmatrizen im R? und R3

@ Wichtiger Sonderfall: Die Multiplikation von Skalierungsmatrizen ist
kommutativ (nicht mit beliebigen anderen Matrizen kombinierbar!)
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Translation im R?

> ) (zwei Freiheitsgrade)

@ Verschiebungsvektor v = ( 3

y

P -3
N
- \\
™ X
\\ 1
2 P
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Einschub: Homogene Koordinaten |

@ Problem: Verschiebung nicht durch gezeigte Matrizenmultiplikationen
abbildbar (neue Koordinaten sind immer von alten abhingig)

e Ldsung: Homogene Koordinaten (zusatzliche Dimension, deren Werte
immer konstant sind — koordinatenunabhingige Anderung moglich)

1 0| 5
T'=(01|-3
00 1

= 1-x+0-y+5-1=x+5
= 0:x4+1-y-3:-1=y-3
1 = 0-x4+0-y+1-1=1
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Einschub: Homogene Koordinaten Il

@ Zusatzliche Dimension vergroBert Matrix — Dimension der Punkte
muss angepasst werden (vereinfacht):

o Vor der Transformation Dimension hinzufiigen (Wert 1)

-3

-3
P_< 2>4)Phomogen_ i

o Nach der Transformation Dimension entfernen (Wert 1)
2

’Dilromogen = -1 — P = ( _i )
1

@ Analog im R3: Vier Dimensionen in homogenen Koordinaten
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Translationsmatrizen im R? und R3

10 t
Top(tat)=| 0 1 ¢
00 1
100 &
-1 B 010 ty,
Tplbotntz) = | g g 1 o
000 1

@ Wichtiger Sonderfall: Die Multiplikation von Translationsmatrizen ist
kommutativ (nicht mit beliebigen anderen Matrizen kombinierbar!)

@ n Freiheitsgrade im R”

/20
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Verkettung von Transformationsmatrizen

@ AusschlieBlich nicht homogene Matrizen: Einfache Multiplikation
@ AusschlieBlich homogene Matrizen: Einfache Multiplikation

@ Mischung von homogenen und nicht homogenen Matrizen: Nicht
homogene Matrizen homogen machen:

a1 ape a3 |0
a1 ax» axs |0
a1 ax a3 |0

0 0 0|1

411 d12 a3
A= a1 a az — Ahomogen =
431 d32 4as3

@ Achtung: Reihenfolge bei Umkehr der Verkettung ebenso umkehren:

(AL-Ax- - Ap - At = A AL AT A
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Danke fiir die Aufmerksamkeit!

Fragen?
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